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Аннотация. В работе предлагается обобщение понятия внутрен-
него радиуса на случай n-мерного комплексного пространства, что
позволяет перенести некоторые результаты, известные в случае ком-
плексной плоскости, на Cn.
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Ключевые слова и фразы. Обобщенный внутренний радиус обла-
сти, непересекающиеся полицилиндрические области, лучевые систе-
мы точек в пространстве Cn, разделяющее преобразование, квадра-
тичный дифференциал, функция Грина .
1. Введение
Целью данной работы является изучение задачи о произведении
степеней обобщенных конформных радиусов полицилиндричних не-
пересекающихся областей с полюсами на границе поликруга. Про-
странственные аналоги ряда известных результатов о непересекаю-
щихся областях на плоскости были получены в работе [1]. Для этого
в [1] было обобщено понятие внутреннего радиуса, а именно, введе-
но понятие гармоничного радиуса пространственной области B  Rn
относительно некоторой внутренней точки. В работе [1] впервые уда-
лось значительно продвинуться в получении результатов для нена-
легающих областей в пространственном случае. Далее в [2] был пре-
дложен подход, который позволяет перенести некоторые результа-
ты, известные в случае комплексной плоскости, на Cn. В тоже время
для случая комплексной плоскости задачи о неналегающих областях
представляют достаточно хорошо разработанное направление геоме-
трической теории функций комплексного переменного (см., напри-
мер, [3–15]).
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Пусть N, R, C — множества натуральных, действительных и ком-
плексных чисел, соответственно, и R+ = (0;1). Пусть C — сфера
Римана (разширенная комплексная плоскость). Хорошо известно, что
Cn = (C C : : : C| {z }
n раз
); n 2 N. Cn = (C C : : : C)| {z }
n раз
— компакти-
фикация пространства Cn (см., например, [3–5]), где множество бе-
сконечно удаленных точек имеет комплексную размерность n   1.
Пусть [D]n — (декартова степень области D 2 C) обозначает декар-
тово произведение D D  : : :D| {z }
n раз
, [d]n — (декартова степень точки
d 2 C) обозначает точку с Cn, которая имеет координаты (d; :::; d)| {z }
n раз
.
Ясно, что C1 = C, C1 = C. Топология в Cn вводится как в декарто-
вом произведении топологических пространств. В этой топологии Cn
компактно (см. [3–5]).
Область B = B1B2 : : :Bn  Cn, где каждая область Bk  C,
k = 1; n, называется полицилиндрической областью в Cn (см., напри-
мер, [3]). Области Bk, k = 1; n, назовем координатными областями
области B.
Пусть B — область из C. Пусть
gB(B; a) = hB;a(z) + log
1
jz   aj
— обобщенная функция Грина области B относительно точки a 2 B.
Если a!1, тогда
gB(B;1) = hB;1(z) + log 1jzj :
Величина r(B; a) := exp(hB;a(z)) обозначает внутренний радиус обла-
сти B  C относительно точки a 2 B (см. [6–9]).
Обобщенным внутренним радиусом полицилиндрической области
B относительно точки A = (a1; a2; : : : ; an) 2 B, ak 2 Bk, k = 1; n,
будем называть величину
R(B;A) :=
 
nY
k=1
r(Bk; ak)
! 1
n
;
где величины r(Bk; ak), k = 1; n, обозначают внутренние радиусы
координатных областей Bk относительно ak.
При n = 1 величина R(B;A) является обычным внутренним ра-
диусом области B  C относительно точки A.
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Пусть Un = [U ]n, где U = fz 2 C : jzj < 1g (единичный круг в
комплексной плоскости C). Обозначим через  n остов полукруга Un
(см. [7,8]), то есть множество точек A = (a1; a2; : : : ; an)  Cn, jasj = 1,
s = 1; n.
Совокупность областей Bk  C, k = 1; p, p 2 N, называется си-
стемой непересекающихся областей, если Bk \ Bs = ?, k; s = 1; p,
k 6= s, p 2 N.
Система fBkgmk=1

Bk = B
(k)
1  : : :B(k)n ; k = 1;m

называется си-
стемой непересекающихся полицилиндрических областей, если при
каждом фиксированном p0, p0 = 1; n, система областей
n
B
(k)
p0
o
, k =
1;m, есть системою непересекающихся областей на C.
Пусть m 2 N, m > 2. Систему точек m := fakgmk=1, ak 2 C,
назовем m-лучевой, если jakj 2 R+ при k = 1;m,
0 = arg a1 < arg a2 < : : : < arg am < 2:
Систему точек fAkgmk=1

Ak =

a
(k)
1 ; a
(k)
2 ; : : : ; a
(k)
n

2 Cn; k = 1;m

,
назовем лучевой в пространстве Cn, если при каждом фиксированном
p0 последовательность
n
a
(k)
p0
o
, k = 1;m, есть m-лучевой системою
точек на соответствующей комплексной плоскости C.
Будем рассматривать лучевые системы точек в пространстве Cn
следующего вида
fAkgmk=1 ; Ak =

a
(k)
1 ; a
(k)
2 ; : : : ; a
(k)
n

2 Cn;
k = 1;m; a(1)p0 > 0; p0 = 1; n; (1.1)
arg a(k)p0 < arg a
(k+1)
p0 ; k = 1;m  1; arg a(m)p0 < 2:
Введем также следующие обозначения
(1)p0 :=
1


arg a(2)p0   arg a(1)p0

; (2)p0 :=
1


arg a(3)p0   arg a(2)p0

; : : : ;
(m)p0 :=
1


2   arg a(m)p0

:
Одним из основных понятий в настоящей работе есть понятие ква-
дратичного дифференциала (см, например, [10,11]). Пусть R — (ори-
ентированная) риманова поверхность (открытая или замкнутая). Бу-
дем говорить, что наR определен квадратичный дифференциал, если
каждому локальному параметру z поверхности R сопоставлена неко-
торая функция Q(z), мероморфная в соответствующей окрестности и
удовлетворяющая следующему условию, если z — другой локальный
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параметр для R и Q(z) — такая же функция для z, причем окре-
стности, соответствующие z и z, пересекаются, то в общих точках
этих окрестностей
Q(z) = Q(z)

dz
dz
2
:
Квадратичные дифференциалы будут обозначаться символомQ(z)dz2.
2. Доказательство основного результата
Рассмотрим произведение
Im() = R(B0;A0)
mY
k=1
R(Bk;Ak);
где  2 R+, A0 = [0]n = (0; 0; : : : ; 0), Ak 2 Bk  Cn, k = 0;m,
fAkgmk=1 = faspgms=1, p = 1; n — произвольный набор точек на  n
и fBkgmk=0 — непересекающиеся полицилиндрические области в C
n.
Пусть
F(x) = 2
x2+6  xx2+2 2  (2  x)  12 (2 x)2(2 + x)  12 (2+x)2 ;
x 2 (0; 2];  2 [0; 1]; F(x)  C:
Тогда имеет место следующее утверждение.
Теорема 2.1. Пусть m;n 2 N, m > 7,  2 (0; 0]; 0 = 3
p
m и  2
[0; 0; 7]. Тогда для произвольной лучевой системы точек виду (1.1)
fAkgmk=1 =
n
a
(k)
p
om
k=1
2 Cn, p = 1; n, такой, что Ak 2  n, k = 1;m,
и произвольного набора неналегающих полицилиндрических областей
Bk, Ak 2 Bk  Cn, k = 0;m, A0 2 B0  Cn, справедливо неравенство
R(B0;A0)
mY
k=1
R(Bk;Ak) 6  
m
2 
0@ mY
k=1
nY
p=1
(k)p
1A n  F  2
m
p

m
2
:
Одной из экстремальных систем есть система
fBkgmk=0 =
n
[B
(0)
0 ]
n; [B
(0)
1 ]
n; [B
(0)
2 ]
n; : : : ; [B(0)m ]
n
o
;
fAkgmk=0 =
n
[0]n ;
h
b
(0)
1
in
;
h
b
(0)
2
in
; : : : ;
h
b(0)m
ino
;
где области B(0)k и точки b
(0)
k , k = 1;m, есть, соответственно, кру-
говыми областями и полюсами квадратичного дифференциала
Q(w)dw2 =  (n
2   )wn + 
w2(wn   1)2 dw
2:
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Доказательство. Сделаем следующее преобразование
Im() =
24 nY
p=1
r

B(0)p ; a
(0)
p
35

n mY
k=1
24 nY
p=1
r

B(k)p ; a
(k)
p
35 1n
=
24 nY
p=1
"
r

B(0)p ; a
(0)
p
 mY
k=1
r

B(k)p ; a
(k)
p
#35 1n :
Обозначим
Imp () := r


B(0)p ; a
(0)
p
 mY
k=1
r

B(k)p ; a
(k)
p

:
Тогда для фиксированного p = 1; n области B(k)p , k = 0;m, образуют
систему неналегающих областей на комплексной плоскости C. Таким
образом, следуя работе [15], для каждого фиксированного p = 1; n
имеем соотношение
Imp () 6
 
mY
k=1
(k)p
!"
mY
k=1
r


(k)
p
2


G(k)p ; 0

r

T (k)p ; i

r

Y (k)p ; i
# 12
;
где G(k)p ; T
(k)
p ; Y
(k)
p — круговые области квадратичного дифференци-
ала
Q(w)dw2 =

4 


(k)
p
2


w2  


(k)
p
2

w2(w2 + 1)2
dw2
(0 2 G(k)p ;  i 2 T (k)p ; i 2 Y (k)p ). Используя методику, развитую в [15],
получаем оценку
Imp () 6
 
mY
k=1
(k)p
!"
mY
k=1
S

(k)p
p

#1=2
;
S(x) = 2x
2+6xx
2
(2  x)  12 (2 x)2(2 + x)  12 (2+x)2 ; x 2 [0; 2]:
Используя идеи работ [13–15], мы имеем следующее неравенство
Imp () 6  
m
2
 
mY
k=1
(k)p
! " mY
k=1
F

(k)p
p

#1=2
;  2 [0; 0; 7]: (2.1)
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Рассмотрим функционал
I^mp () = 
m
2
 
mY
k=1
(k)p
! 
Imp ():
Из неравенства (2.1) следует, что
I^mp () 6
"
mY
k=1
F

(k)p
p

# 12
:
Далее, рассмотрим следующую экстремальную проблему
mY
k=1
F(xk)  ! max;
mX
k=1
xk = 2
p
; xk = 
(k)
p
p

0 < xk 6 2; 0 6  6 0; 7:
Пусть 	(x) = ln (F(x)) и X(0) =
n
x
(0)
k
om
k=1
— произвольная экстре-
мальная точка в рассматриваемой задаче. Согласно работе [13] имеет
место утверждение: если 0 < x(0)k < x
(0)
j < 2, k 6= j, тогда
	0(x
(0)
k ) = 	
0
(x
(0)
j );
и если некоторое x(0)j = 2, тогда для произвольного x
(0)
k < 2,
	0(x
(0)
k ) 6 	
0
(x
(0)
j ) = 	
0
(2);
где k; j = 1;m, k 6= j, 0 6  6 0; 7,
	0(x) = 2x ln(2x) + (2  x) ln(2  x)  (2 + x) ln(2 + x) +
2
x
  2
x
(см. Рис. 1).
Убедимся, что при выше принятых соотношениях будет выполня-
ться условие
x
(0)
1 = x
(0)
2 = : : : = x
(0)
m :
Пусть
1 := 1(; ) = min
16k6m
x
(0)
k (; );
0 := 0(; ) = max
16k6m
x
(0)
k (; );
1 6 k 6 0, k = 1;m, 0 6  6 0; 7,  2 (0; 3
p
m].
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Рис. 1: График функции y = 	0(x) при  2 (0; 0; 7)
Функция 	00 (x) монотонно возрастает на промежутке (0; 2) при
каждом фиксированном  и существует x0(; ) 2 (1; 084419; 1; 324661)
такое, что
sign	00 (x)  sign(x  x0(; )):
Если 0 6 x0(; ), тогда в силу строгой монотонности 	0(x) на
[0; x0(; )] и из условий задачи имеем, что x
(0)
1 = : : : = x
(0)
m .
Пусть x0(; ) < 0 6 1; 95. Тогда
1 6
1
m  1
m 1X
k=1
x
(0)
k =
2
p
   0
m  1 6
2 6
p
m  0
m  1 :
Отсюда дляm > 7,  2 (0; 3pm], 0 6  6 0; 7, справедливо неравенство
1 6 (2 6
p
m  x0(; ))=6 6 (2; 766175  1; 08441)=6 < 0; 280294:
Таким образом,
	0(1) > 	
0
(0; 280294) > 	
0
0;7(0; 280294) = 0; 868846
> 0; 757486 = 	00(1; 95) > 	0(0):
Отсюда, 0 =2 (x0(; ); 1; 95].
Далее, пусть 1; 95 < 0 6 2. Тогда для m > 7,  2 (0; 3
p
m], 0 6  6
0; 7, мы имеем, что 1 6 (2 6
p
m  1; 95)=6 < 0; 136029: Таким образом,
	0(1) > 	
0
(0; 136029) > 	
0
0;7(0; 136029) = 3; 596251
> 1 = 	00(2) > 	0(0):
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Отсюда, 0 =2 (x0(; ); 2]. Из всего выше сказанного следует, что для
экстремального набора точек
n
x
(0)
k
om
k=1
возможен только случай, ко-
гда
x
(0)
1 = x
(0)
2 = : : : = x
(0)
m :
Отсюда получаем, что справедливо соотношение
mY
k=1
F

(k)p
p


6

F

2
m
p

m
:
Используя последнее неравенство и неравенство (2.1), имеем что
для каждого фиксированного p = 1; n справедливо неравенство
Imp () 6  
m
2
 
mY
k=1
(k)p
! 
F

2
m
p

m
2
:
Окончательно получаем, что
Im() =
0@ nY
p=1
Imp ()
1A 1n 6   m2
0@ mY
k=1
nY
p=1
(k)p
1A n F  2
m
p

m
2
:
Знак равенства проверяется непосредственно. Теорема 2.1 доказана.
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